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Lo scopo di questo lavoro è quello di studiare le proprietà geometriche e topo-
logiche delle superfici differenziabili. É quindi naturale chiedersi se esiste una
”connessione” fra esse: il teorema di Gauss-Bonnet e di Hopf-Rinow risolvono
questo quesito.

Introduciamo ora il concetto di curva differenziabile.
Sia I un intervallo aperto della retta reale R e sia α : I → R

3 un’applicazione
differenziabile. La sua immagine C = α(I) è detta curva parametrizzata [o traccia
di C ]; α è detta parametrizzazione di C . Se α(t) =

(

X1(t), . . . , X2(t), X3(t)
)

, per
ogni t ∈ I, la curva parametrizzata C = α(t) ha equazioni parametriche:











X1 = X1(t)

X2 = X2(t)

X3 = X3(t).

Il parametro t ∈ R, è detto parametro della curva.
La parametrizzazione α è detta regolare in t0 ∈ I se il vettore α′(t0) ∈ R

n è non
nullo. In tal caso il punto P0 = α(t0) è detto punto regolare di C = α(I). α sarà
detta parametrizzazione regolare se lo è in ogni t ∈ I.
Se C è una curva regolare in R

3, possiamo definire: il versore

t(t)
def
=

α′(t)

‖α′(t)‖

è detto versore tangente a C in P [rispetto ad α].
Si chiama vettore di curvatura di C in α(t) il vettore

k(t)
def
=

t′(t)

‖α′(t)‖
.

La sua norma

κ(t)
def
= ‖k(t)‖ =

‖t′(t)‖

‖α′(t)‖

è detta curvatura di C in α(t).
Un punto P = α(I) è detto punto di flesso di C se κ(t) = 0.
Se P è un punto non di flesso, restano definiti i due seguenti versori:

n(t)
def
=

k(t)

κ(t)
, b(t)

def
= t(t) ∧ n(t),

detti rispettivamente versore normale principale e versore binormale a C in P .
Infine, si chiama torsione di C , in P = α(t), punto non di flesso, il numero reale
τ(t) tale che

b′(t)

‖α′(t)‖
= τ(t)n(t).
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La norma del vettore α′, v(t) := ‖α′(t)‖, è detta velocità di α nel punto t ∈ I. La
velocità è una funzione differenziabile v : I → R a valori ovviamente positivi. Se
t0, t ∈ I, la lunghezza di α tra t0 e t è il numero reale

∫ t

t0

‖α′(t)‖ dt =

∫ t

t0

√

α′

1(t)
2 + · · · + α′

n(t)2 dt. (1)

Diremo che α è una parametrizzazione naturale di C [o parametrizzata dall’ascissa
curvilinea] se ‖α′(t)‖ ≡ 1, per ogni t ∈ I. Dato un punto P0 = α(t0) ∈ C , la
funzione

s(t)
def
=

∫ t

t0

‖α′(t)‖ dt, ∀ t ∈ I, (2)

è detta funzione lunghezza d’arco rispetto a P0. Tale funzione è continua, stretta-
mente crescente, differenziabile e aperta.

Concludiamo questo argomento con l’enunciato di un importante risultato: il
teorema di rigidità per le curve regolari 1, noto anche come teorema fondamentale
della teoria locale delle curve regolari. Esso afferma che è possibile costruire, a
meno di movimenti rigidi2 in R

3, una curva di R
3 avente curvatura e torsione

assegnate. Pertanto tali funzioni caratterizzano localmente una curva [a meno
della sua posizione in R

3], o meglio: siano κ, τ : I → R due funzioni differenziabili
definite su uno stesso intervallo aperto I, con κ(s) > 0, per ogni s ∈ I. Allora esiste
una curva regolare parametrizzata α : I → R

3, tale che s è la funzione lunghezza
d’arco, κ(s) è la curvatura, e τ(s) è la torsione di α. Inoltre, un’altra curva β
soddisfacente le medesime condizioni, differisce da α per un movimento rigido;
allora esiste una mappa ortogonale lineare ρ di R

3, con determinante positivo, e
un vettore c tale che β = ρ ◦ α + c.

Introduciamo ora il concetto di superficie differenziabile.
Sia U un insieme aperto di R

2 e sia ϕ : U → R
3 un’applicazione differenziabile.

La sua immagine S = ϕ(U) è detta superficie parametrizzata; ϕ è detta parame-
trizzazione di S . Se ϕ(u, v) =

(

x(u, v), y(u, v), z(u, v)
)

, per ogni (u, v) ∈ U , la
superficie parametrizzata S = ϕ(U) ha equazioni parametriche











x = x(u, v)

y = y(u, v)

z = z(u, v)

∀ (u, v) ∈ U.

1Per una dimostrazione vedere ad esempio [2].
2Un movimento rigito in R

3 è la composizione fra una traslazione [ossia una mappa linere
T : R

3 → R
3, tale che T (x) = xv, con v vettore in R

3] e una trasformazione ortogonale [ossia
una mappa linere ρ : R

3 → R
3, tale che ρu • ρv = u • v, per ogni u, v ∈ R

3.
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La parametrizzazione ϕ è detta regolare in Q se la derivata dϕQ : R
2 → R

3

[matrice jacobiana] ha rango massimo. In questo caso il punto P = ϕ(Q) ∈ S è
detto punto regolare di S .
Una superficie regolare [o superficie differenziabile] S è un sottoinsieme di R

3 se,
per ogni punto P ∈ S , esiste un intorno VP in R

3 e un’applicazione suriettiva
ϕP : U → VP , con U aperto di R

2 tali che:

1. ϕP è differenziabile;

2. ϕP è un omeomorfismo3, rispetto alla topologia indotta su R
3;

3. per ogni punto Q ∈ U , la derivata dϕQ : R
2 → R

3 ha rango massimo.

VP è detto intorno coordinato di P in S ; ϕP è detta parametrizzazione locale
intorno a P ; (u, v) ∈ U sono dette coordinate locali intorno a P ; la coppia (VP , ϕP )
[o anche soltanto l’applicazione ϕP ] è detta carta locale intorno a P ; una famiglia
di carte locali, i cui aperti VP formano un ricoprimento di S , è detta atlante di
S .
Consideriamo ora un vettore non nullo vP ∈ R

3 ∈ R
3; vP ∈ R

3 è detto vettore
tangente ad S nel punto P se esiste una curva C su S passante per P e regolare
in P , il cui vettore tangente in P coincide con vP . L’insieme dei vettori tangenti
ad S in P , incluso il vettore nullo, viene denotato con TP (S ), e si chiama piano
tangente a S in P .
Una superficie differenziabile S si dice orientabile se è possibile ricoprirla con una
famiglia di carte locali tali che, se un punto P ∈ S appartiene a due carte locali,
allora il cambiamento di coordinate ha determinante jacobiano positivo. La scelta
di una tale famiglia di carte si dice una orientazione di S , ed S , è detta allora
orientata. Se una tale scelta non è possibile, S è detta non orientabile.
Si chiama campo differenziabile di versori normali4 [per brevità c.d.v.n.] su U ,
aperto di S , l’applicazione differenziale

N : U → R
3,

tale che, N (P ) è un versore normale a TP (S ), per ogni P ∈ U , ed è definito nel
seguente modo:

N (P ) =
ϕu(Q) ∧ ϕv(Q)

‖ϕu(Q) ∧ ϕv(Q)‖
, (3)

per ogni P ∈ Im(ϕ) e P = ϕ(Q). Risulta che una superficie differenziabile S è
orientabile ⇐⇒ esiste un c.d.v.n. N definito sull’intera superficie S . [In tal caso

3Ossia, se ϕP è biettiva e ϕP ed ϕ−1

P
sono applicazioni continue.

4Indenteremo versore un vettore di norma unitaria.
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diremo che S è orientata da N ].5

Il differenziale di N , N ∗P : TP (S ) → TN(P )(S
2). N ∗P : TP (S ) → TN(P )(S

2)
è un operatore lineare [vedere definizione 2.3.5 della Tesi], noto come operatore
forma [o operatore di Weingarten] di S in P .
Possiamo ora definire la curvatura gaussiana come il seguente rapporto:

K =
LN − M2

EG − F2
,

dove
E(u, v)

def
= ‖ϕu(u, v)‖2

F(u, v)
def
=

〈

ϕu(u, v), ϕv(u, v)
〉

G(u, v)
def
= ‖ϕv(u, v)‖2,

(4)

sono noti come coefficienti della prima forma quadratica fondamentale nella base
{ϕu, ϕv} di TP (S )6, e

L(u, v)
def
= −〈Nu, ϕu〉 = 〈N , ϕuu〉

M(u, v)
def
= −〈N v, ϕu〉 = 〈N , ϕuv〉

N(u, v)
def
= −〈N v, ϕv〉 = 〈N , ϕvv〉,

(5)

sono noti come coefficienti della seconda forma quadratica fondamentale nella base
{ϕu, ϕv} di TP (S )7. Tali coefficienti sono funzioni differenziabili in un intorno di
P di R

2.
Sia f : S1 → S2 un’applicazione differenziabile tra superfici differenziabili. f è
detto isometria se, per ogni P ∈ S1, il differenziale f∗P : TP (S1) → Tf(P )(S2) è
un’applicazione unitaria, ossia se:

〈

f∗P (uP ), f∗P (vP )
〉

= 〈uP , vP 〉, ∀uP , vP ∈ TP (S1).

Se f : S1 → S2 è un’isometria, S1 e S2 si dicono isometriche. Se f : S1 → S2

un diffeomorfismo8 tra superfici differenziabili, f è detto isometria locale se f∗P è
una trasformazione lineare unitaria di TP (S1), con Tf(P )(S2), per ogni P ∈ S1.
Se f : S1 → S2 è un’isometria locale, S1 e S2 si dicono localmente isometriche.
Gauss riusc̀ı a provare [Theorema Egregium9] che la curvatura Gaussiana è invari-
ante per isometrie locali, ossia K(P ) = K

(

f(P )
)

, per ogni P ∈ S1 e per ogni

5Vedere teorema 2.3.1 della Tesi.
6Osservazione 2.3.1 della Tesi.
7Osservazione 2.3.4 della Tesi.
8Definizione 2.1.1 della Tesi.
9Vedere teorema 3.1.4 della Tesi.
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f : S1 → S2, isometria locale.
Un altro importante risultato è il teorema di compatibilità per le superfici regolari,
dovuto a Bonnet, che ha un forte analogia con quello delle curve regolari: siano
E,F,G,L,M,N : V → R sei funzioni differenziabili, definite su un aperto U di
R

2. Definiamo Γi
jk [i, j, k = 1, 2] nel seguente modo:



































































Γ1
11 =

GEu − 2FFu + FEv

2(EG − F2)
Γ2

11 =
2EFu − EEv − FEu

2(EG − F2)

Γ1
12 =

GEv − FGu

2(EG − F2)
Γ2

12 =
EGu − FEv

2(EG − F2)

Γ1
22 =

2GFv − GGu − FGv

2(EG − F2)
Γ2

22 =
EGv − 2FFv + FGu

2(EG − F2)

Γ1
21 = Γ1

12 Γ2
21 = Γ2

12,

(6)

noti come simboli di Christoffel. Assumiamo che:

1. E > 0,G > 0, EG − F2 > 0.

2. Sono soddisfatte le tre equazioni, note come equazioni di compatibilità:































Lv − Mu = LΓ1
22 + MΓ2

12 − MΓ1
11 − NΓ2

11

Mv − Nu = LΓ1
22 + MΓ2

22 − MΓ1
12 − NΓ2

12

EK = (Γ2
11)v − (Γ2

12)u + Γ1
11Γ

2
12 + Γ2

11Γ
2
22 − Γ1

12Γ
2
11 − (Γ2

12)
2.

(7)

Allora, per ogni Q ∈ V , esiste un intorno UQ ⊂ V di Q ed un diffeomorfismo
ϕQ : UQ → ϕQ(UQ) ⊂ R

3 tale che, la superficie regolare ϕQ(UQ) di R
3, ha per

coefficienti della prima e seconda forma quadratica fondamentale, rispettivamente
le funzioni E,F,G e L,M,N.

Inoltre, se UQ è connesso e se ϕ̃Q : UQ → ϕ̃Q(UQ) ⊂ R
3 è un altro diffeomorfis-

mo, soddisfacente le stesse condizioni di ϕQ, allora esiste una traslazione T e una
trasformazione ortogonale ρ di R

3 tale che,

ϕ̃Q = T ◦ ρ ◦ ϕQ.

Ossia, tale parametrizzazione è unica a meno di movimenti rigidi di R
3.
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Per enunciare il teorema di Gauss-Bonnet occorre prima definire il concetto di
geodetica.
Una curva regolare connessa C = α(I), α : I → S , si dice geodetica se, per
ogni P ∈ S , la parametrizzazione α(s), s funzione lunghezza d’arco, di un intorno
aperto coordinato di P , è una geodetica parametrizzata; ossia, α′(s) è un campo
vettoriale parallelo lungo α(s). Se S è una superficie differenziabile orientata e
α : I → S è una parametrizzazione naturale di una curva orientata C su S , il
valore algebrico della derivata covariante

[

Dα′(s)/ds
] def

= κg(s)

di α′(s), in P ∈ S , è detto curvatura geodetica di C in P 10.
Possiamo finalmente enunciare il teorema di Gauss-Bonnet11: sia ϕ : U → S una
parametrizzazione ortogonale [ossia, con F = 0] di una superficie orientata S , dove
U è un aperto di R

2. Supponiamo che U sia omeomorfo ad un disco aperto e che
ϕ sia compatibile con l’orientazione di S . Sia R ⊂ ϕ(U) una regione semplice12

di S , e C = α(I) una curva parametrizzata dall’ascissa curvilinea, I intervallo
di R, orientata positivamente13 e tale che, ∂R = α(I). Dati α(s0), . . . , α(sk) e
ε0, . . . , εk, rispettivamente i vertici e gli angoli esterni14 di α, risulta:

k
∑

i=0

si+1
∫

si

κg(s) ds +

∫∫

R

K dσ +
k

∑

i=0

εi = 2π, (8)

dove κg è la curvatura geodetica di C , e K è la curvatura gaussiana di S . La
curvatura geodetica κg e gli angoli esterni εi, i = 0, . . . , k, usano la stessa orien-
tazione di S .

Il teorema di Gauss-Bonnet “locale“ conclude la parte riguardante la geometria
delle superfici regolari. Iniziamo ora a vedere alcune proprietà topologiche delle
superfici differenziabili.

Una regione semplice R con un numero finito di vertici, ognuno dei quali ha un
angolo esterno non nullo, è detta regione poligonale [o semplicemente poligono].
Una regione rettangolare [o rettangolo] è una regione poligonale con esattamente

10Vedere definizioni 3.3.8 e 3.3.2 della Tesi.
11Teorema 4.2.1 della Tesi.
12R ⊂ S è detta semplice se è omeomorfa a un disco, e se il bordo ∂R è l’insieme immagine

di una curva parametrizzata, semplice, chiusa e regolare a tratti α : I → S .
13C = α(I) è detta positivamente orientata se il determinante

∣

∣α′(t) h(t) N
∣

∣ > 0, dove
h(t) è vettore normale, unitario che punta verso i punti interni di α.

14Definizione 4.1.2.
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quattro vertici. Analogamente, una regione triangolare [o triangolo] è una regione
poligonale con esattamente tre vertici. Una decomposizione poligonale di R, di
una superficie regolare S è una collezione finita D di regioni poligonali, chiamate
facce, tale che:

1. Ogni D ∈ D è omeomorfo a un disco.

2.
n

⋃

i=1

Di = R, Di ∈ D, per ogni i = 1, . . . , n.

3. Se Di ∩Dj 6= ∅, i 6= j, allora Di ∩Dj è un lato comune di entrambi Di e Dj,
oppure, un vertice comune di entrambi Di e Dj.

Se tutte le facce di D sono triangoli, allora D := T è chiamata triangolazione.
Il teorema che segue, noto come teorema di classificazione, è uno dei più impor-
tanti risultati della topologia delle superfici differenziabili. Infatti esso classifica
completamente le superfici connesse e compatte di R

3: ogni superficie connessa e
compatta S di R

3 è omeomorfa ad una dei seguenti tipi:

1. sfera S2,

2. somma connessa di n tori,

3. somma connessa di n piani proiettivi P
2.

La dimostrazione (vedere ad esempio [18]) è costruttiva: non solo prova il risultato,
ma fornisce anche un metodo per il quale tutte le superfici connesse e compatte di
R

3 possono essere ridotte nella scelta delle tre forme sopra citate.

Il fatto che ogni superficie regolare e compatta di R
3 sia orientabile non è ba-

nale. Sia S una superficie regolare e compatta di R
3 [considerata senza bordo].15

Consideriamo ora una regione regolare R. Il numero dei poligoni [facce], dei
lati e dei vertici di una decomposizione poligonale di R, definiscono un numero
intero, noto come caratteristica di Eulero-Poincarè: denotiamo con f il numero dei
triangoli [facce], con l il numero dei lati, e con v il numero dei vertici di T. L’intero

χ
def
= f − l + v,

è detto caratteristica di Eulero-Poincarè della triangolazione T.
Per convenienza, denoteremo con χ(R,T) la caratteristica di Eulero-Poincarè della
regione regolare R, con triangolazione T.

15Per la dimostrazione vedere il teorema 4.3.2 della Tesi.
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L’importanza di tale intero segue dal fatto che χ non dipende dalla triangolazione
di R16, e quindi possiamo benissimo scrivere che χ(R,T) = χ(R).
Dal teorema di classificazione discende questo notevole risultato17:Siano S1 e S2

due superfici regolari, compatte e connesse. Le seguenti condizioni sono equivalenti
fra loro:

1. S1 e S2 sono omeomorfe.

2. S1 e S2 sono diffeomorfe.

3. S1 e S2 sono [entrambi orientabili], o entrambi non orientabili, e hanno la
stessa caratteristica di Eulero-Poincarè.

Possiamo finalmente enunciare la “forma globale“ del teorema di Gauss-Bonnet
che lega appunto la geometria e la topologia di una superficie differenziabile: sia
R ⊂ S una regione regolare di una superficie differenziabile orientata S . Siano
C1, . . . ,Cn curve semplici, chiuse e regolari a tratti, che formano il bordo ∂R di
R. Supponiamo che ogni Ci, i = 1, . . . , n, siano positivamente orientate e che
ε1, . . . , εm siano gli angoli esterni delle curve Ci, i = 1, . . . , n. Allora

n
∑

i=1

∫

Ci

κg(s) ds +

∫∫

R

K dσ +
m

∑

i=1

εi = 2πχ(R), (9)

dove s denota la lunghezza d’arco di ogni Ci, κg è la curvatura geodetica di Ci,
i = 1, . . . , n, K è la curvatura gaussiana di S e χ(R) è la caratteristica di Eulero-
Poincarè di R.
Nel caso particolare in cui S è compatta, ossia non ha bordo, il teorema si riduce
semplicemente nel seguente modo:

∫∫

S

K dσ = 2πχ(S ).

Tale risultato è di notevole importanza, non solo a livello pratico18, ma anche
perchè χ(S ) non dipende dalla triangolazione di S , o analogamente che

∫∫

S
K dσ

è un invariante topologico.
Dal teorema di Gauss-Bonnet segue un importante teorema di Jacobi19: sia

C una curva regolare chiusa, parametrizzata da α : I → R
3, con I intervallo

16Teorema 4.3.3 della Tesi.
17Vedere ad esempio [1].
18Infatti è possibile calcolare

∫∫

S
Kdσ su qualunque superficie conoscendone soltanto la sua

caratteristica di Eulero-Poincarè, e non la sua parametrizzazione. Vedere esempio 4.4.2 della
Tesi.

19Vedere teorema 4.5.2 della Tesi.
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della retta reale. Sia κ(P ) la curvatura di C tale che κ(P ) 6= 0, per ogni P ∈ C .
Assumiamo che la curva C , descritta dal vettore normale n [considerato come una
curva sulla sfera unitaria S2], è una curva semplice chiusa. Allora n(I) divide S2

in due regioni di area uguale.

É importante inoltre osservare che: se T è un triangolo geodetico [figura 4.0.1
della Tesi] di una superficie orientata S e ε1, ε2, ε3, ι1, ι2, ι3 rispettivamente gli
angoli esterni ed interni di T , [χ(T ) ≡ 1]:

∫∫

T

K dσ +
3

∑

i=1

εi = 2π ⇐⇒

∫∫

T

K dσ =
3

∑

i=1

ιi − π.

Pertanto, deduciamo che

1.
3

∑

i=1

ιi = π, se K = 0.

2.
3

∑

i=1

ιi > π, se K < 0.

3.
3

∑

i=1

ιi < π, se K > 0.

Se K 6= 0 su T , la curvatura totale20 è l’area dell’immagine N (T ) di T della mappa
di Gauss N : S → S2, dove S è ovviamente una superficie differenziabile. Ques-
ta era la forma che Gauss diede al suo teorema: l’eccesso di un triangolo geodetico
T [ossia la quantità

∑

ιi − π] è uguale all’area della sua immagine sferica N (T ).

Anche il teorema di Hopf-Rinow, come quello di Gauss-Bonnet, mostra la con-
nessione tra le proprietà topologiche e geometriche delle superfici regolari. Esso
afferma che: sia S è una superficie completa21. Dati due punti P,Q ∈ S , allora
esiste una geodetica minimale, ossia quella di lunghezza minima, passante per P
e Q.

20Ossia il numero cos̀ı definito:

K(S )
def
=

∫∫

S

Kdσ,

dove K è la curvatura gaussiana di S .
21Una superficie S connessa e differenziabile si dice completa se, per ogni punto P ∈ S ,

la mappa esponenziale [definizione 5.0.4 della tesi] exp
P

: TP (S ) → S è definita per ogni
v ∈ TP (S ).
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É bene osservare che se S non è completa, tale geodetica minimale non è detto
che esista. Ad esempio, R

2−
{

(0, 0)
}

non è una superficie completa in quanto, non
esiste la geodetica minimale passante per i punti P,Q ∈ R

2−
{

(0, 0)
}

se considerati
sulla stessa retta passante per l’origine.
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